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Resume. — En s'inspirant des methodes employees par Masser pour la fonction 
zeta de Riemann dans son article [« Rational values of the Riemann zeta function », 
Journal of Number Theory 131 (2011), 2037-2046], on demontre un nouveau lemme 
de zeros pour les polynomes en z et 1/T'{z) et on en deduit I'existence pour tout 
n > 2 d'un reel positif C(n) tel que le nombre de rationnels de denominateur au plus 
-D > 3 dans I'intervalle [n — 1, n] et dont I'image par V est egalement un rationnel de 



denominateur au plus D soit borne par C{n) 



loglog(D)- 



1. Introduction 

L'objet de cet article est I'etude des points rationnels du graphe de la fonction 
Gamma d'Euler, definie comme le prolongement analytique de I'integrale a parametre 
r(z) = /q^°° t^~^e~^ dt. Plus precisement, on se place sur un intervalle [n — 1, n] de la 
demi-droite reelle positive et on s'interesse au nombre M{D,n) de rationnels p/q de 
denominateur q au plus D contenus dans ce segment et tels que T{p/q) soit egalement 
un rationnel de denominateur au plus D. 

Pour Z? > 2, il existe moins de rationnels de denominateur au plus D dans 
I'intervalle [n — 1, n], done Af{D, n) est borne par D^, mais on s'attend a un resultat 
tres inferieur : en effet, la fonction Gamma envoie les entiers strictement positifs sur 
des entiers, mais on ne connait aucun rationnel (reduit) p/q avec g > 2 tel que T{p/q) 
soit rationnel. 

En revanche, il est connu que T{^) = ^Jtt, est transcendant, ainsi que r(i) et T{^) 
(voir Chu76 ). On pent alors utiliser les equations fonctionnelles de F pour construire 
de nombreuses autres valeurs transcendantes, par exemple r(^)- Par contraste, on ne 
connait pas encore la nature de r(i) (mais on sait qu'au moins deux nombres parmi 
TT, r(i) et r(|) sont algebriquement independants, voir [GriOOp . 

On propose de demontrer, en suivant la methode employee par Masser pour la 
fonction zeta de Riemann dans son article [Masllj . les majorations suivantes : 
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Theoreme. — 1) // existe une constante absolue c > telle que, pour tout couple 
d'entiers n > 2 et D > S, le nombre J\f{D,n) de rationnels z G [n — 
de denominateur au plus D et tels que T{z) soit egalement un rationnel de 
denominateur au plus D verifie : 

\og\D) 



iogiog(i:))' 



2) // existe une constante absolue c' > telle que, pour tout couple d'entiers n > 2 
et D >3, le nombre Af'{D,n) de rationnels z g [n — de denominateur au 
plus D et tels que l/r(z) soit egalement un rationnel de denominateur au plus 
D verifie : 

\og\D) 



N'[D,n) < c'n^log^{n) 



iogiog(i:>)' 



II n'est pas surprenant d'obtenir des resultats de ce type. Par exemple, les re- 
sultats de Particle [Sur06| de Surroca, valables pour une classe plus generale de 
fonctions, conduisent facilement pour la fonction Gamma a la borne Af{D,n) < 
S ■ (n log(n) log(Z?))^, avec une constante S > pouvant etre choisie arbitrairement 
petite, mais seulement pour une sous-suite (non explicite) de valeurs de D. 

La strategic employee ici suit la methodc dc Masser et peut etre resumee ainsi : 
dans la partie [31 on utilise les proprietes analytiques de la fonction entiere 1 /T pour 
demontrer un lemme de zeros pour les polynomes en z et l/r(z). Dans la partieHl on 
utilise la Proposition 2 de [Masll] et le lemme de zeros pour en deduire un resultat 
plus general sur la repartition des points de degre et de hauteur fixes sur le graphe 
de 1/r. Le theoreme annonce est alors un corollaire de ce resultat. 

Enfin, lors de la redaction de ce papier, j'ai appris que des resultats generaux de 
nature voisine avaient ete obtenus par Boxall et Jones [BJ12j . lis demontrent en 
particulier que le nombre de rationnels p/q g]0, +oo[ tels que p, q et le numerateur 
et le denominateur de T(p/q) soient bornes par H est majore par 
resultat est interessant car il permet d'estimer de fagon globale le nombre de points 
de hauteur bornee sur le graphe de la fonction F, mais notre theoreme, grace a une 
borne en Clog^~^(iJ), est plus performant du point de vue local. 



2. Proprietes classiques de la fonction Gamma 

Les methodes employees dans la suite s'appliquent a des fonctions entieres avec 
une infinite de zeros « bien distribues » en un certain sens, c'est pourquoi on va en 
general travailler avec 1 /F plutot qu'avec la fonction Gamma elle-meme (sachant que 
deduire les points rationnels de F de ceux de 1/F ne pose pas de probleme). 

Cette partie est consacree a un bref rappel des proprietes de la fonction 1/F (on 
pourra se referer a |WW96] ou |Cam66) pour plus de details). 

Lemme 2.1. — Pour tout z £ C, on a : 

^ ' n>l 
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ou 7 est la constante d'Euler-Mascheroni. 



On deduit de ce produit absolument convergent que l/F est une fonction entiere 
admettant un zero d'ordre un en chacun des entiers negatifs ou nuls. 

Le lien entre le comportement de 1 /F dans la partic droite et dans la partie gauche 
du plan complexe est donne par la formulc dcs complements : 

Lemme 2.2 (Formule des complements). Pour tout z G C, on a : 

1 sin(7rz) 

r(^)r(i - z) " n ■ 

Un developpement asymptotique de la fonction pour des valeurs de z eloignees de 
la demi-droite reelle negative est donne par la formule de Stirling : 



Lemme 2.3 (Formule de Stirling). 

on a : 



Pour ^ e C, I arg(^)| < ^ < tt |2;| ^ oo, 



-2^-^+1/2 



r(^) 



2n 



(l + O (.-)). 



En particulier, la formulc est valablc dans tout Ic dcmi-plan Rc(z) > 0. En utilisant 
la formule des complements, on en deduit une seconde estimation, valable dans le 
demi-plan Re(^) < 1 : 



Lemme 2.4- 



T{z) 



Pour z & C, \z 



2-K 



00, on a : 
(l + 0(.-)) 



si Re{z) > 



r 



l-z 



(1 - ^)-^+i/2 sin(7r^) (1 + (^-1)) si Re{z) < 1 



Dc ccttc estimation, on tire une majoration de la croissance radialc de l/F : 

Lemme 2.5. — II existe une constante c telle que, pour tout reel positif R assez 
grand, on ait : 

1 



cR 



< R 



oil \1/T\fi designe le maximum du module de l/F sur le disque ferme centre en et 
de rayon R. 



3. Lemme de zeros pour les polynomes en z et ^/^{z) 

Dans toute la suite, on notera G{z) = 1/F(z) pour alleger les formules. L'objectif 
dc ccttc partic est la demonstration dc Tcstimation suivante : 

Theoreme 3.1. — II existe une constante absolue c telle que, pour tout entier L > 1, 
pour tout reel R>2et pour tout polyndme non nul P{z,w) de degre au plus L suivant 
chaque variable, la fonction P{z,G{z)) admet au plus cL{L + R)\og[L + i?) zeros 
(comptes avec multiplicite) dans le disque \z\ < R. 
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De maniere analogue au lemme de [Masll] pour les polynomes en z et C^{z)^ on 
etablit ce resultat par des techniques d'analyse complexe faisant intervenir la distri- 
bution des valeurs de la fonction G. Ceci differe fondamentalement des lemmes de 
zeros obtenus par Gabrielov et Vorobyov dans [GV04j et utilises notamment par Pila 
dans |Pil07j . qui font intervenir des arguments d'analyse reelle et s'appliquent a des 
courbes, dites pfafliennes, satisfaisant certaines equations difFerentielles algebriques - 
alors qu'il est bien connu que la fonction Gamma n'est solution d'aucune telle equation 
differentielle (voir [Cam66j ou [WW96j ). 

Dans toute la suite de cette partie, pour X et F des reels superieurs a 0, on 
dcfinit Z(X, y) comme etant I'ensemble des z — x iy ^ C avec —X < x < 1 et 
-Y <y<Y. 

Le lemme suivant nous donne la distribution dans Z{X^ y) des solutions des equa- 
tions G{z^ = w pour les petites valeurs de w. 

Lemme 3.2. — // existe une constante absolue rg > telle que, pour tout w € C 
avec \w\ < To et pour X > tendant vers I'infini, le nombre Af{X,w) de solutions 
(comptees avec multiplicite) d I'equation G{z) = w avec z G Z{X, 1) verifie : 



et cela uniformement en w. 

Ce lemme est I'analogue pour G de la proposition (22) de Particle [BLL13| de Bohr, 
Landau et Littlewood sur la distribution des solutions de C(s) — a- Contrairement 
au cas de la fonction zeta, I'existence de la formule de Stirling nous permet d'estimer 
avec precision le comportement de la fonction, ce qui donne lieu a une demonstration 
beaucoup plus directe. 

Demonstration. — Soit w € C. D'apres le theoreme des residus, le nombre de solu- 
tions a I'equation G{z) = w avec z £ 2(X, 1) est donne par : 



oil 7 est le contour de Z{X, 1), oriente positivement et contournant les eventuels zeros 
de G{z) — w par de petits arcs de cercle passant a I'exterieur de Z{X, 1). 

Remarquons que, d'apres la proposition 12. 11 les solutions de I'equation G{z) = 
sont tons les entiers negatifs ou nuls, si bien qu'on a, pour w = 0, I'estimation : 



On va montrer que, pour pen qu'on choisisse w de module inferieur a un tq qu'on 
determinera par la suite, il n'y a jamais de zeros de G(z) — w sur le segment vertical 
Re(z) = 1, ni sur les segments horizontaux Im^z) — ±1. On va ensuite montrer 
que, quitte a ajuster legerement la valeur de X, il n'y en a pas non plus sur le 
segment vertical Re(z) = —X. On obtiendra alors le resultat souhaite en comparant 
les integrales ([T]) et (g]). 



M{X,w) =X + 0{1) 



(1) 
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Estimation de G sur le segment Jie{z) = 1. — Soit z e [1 — i, 1 + i]. On a : 

G{z) = ze^^ n + - 



done 



\G{z)\ 



ri>l 



e'^ > |a;|e'^"n 1 + - 

n>l 



on X — Re(z) = 1. On a 

X 

n 



logTT |l + - e-" = V(log|l + - 
-':-'- I n ^-^ \ I n 



n>l 



d'ou 



|G(z)| > |x|e^-e-3 > -. 



1 



Ainsi, si on prend \w\ < < ^, il n'y aura pas de zero de G{z) — w k contourner 
sur le segment Re(z) — 1. 

Estimation de G sur les segments horizontaux Ini(z) = ±1. — La formule de Stirling 
pour le demi-plan Re(z) < 1 (lenime I2.4p nous permet d'obtenir des minorations 
valables pour Re(z) suffisamment eloignee de 0. Resteront a considerer les points a 
distance bornee de I'originc, que Ton pourra traiter par un calcul direct. 

D'apres le lemme on a, pour y — Ini(z) = ±1 et a; = Re(z) < 1 tendant vers 
— oo : 

G{z) = - sin(7rz) (l + O (z^^)) 

En particulier, il existe i? > 1 tel que, pour x < —R, on ait : 



\G{z)\ > - 



-2 + 1/2 „ 



sin(7rz^ 



1 



> 



27r 
1 



1+-R 



(1 + i?)^+i/2e-/2 {e^-e-^) 



Par ailleurs, pour —R<x<\,on revient au lenime [XT]: 

G{z)^ze^'Y{(l+'-)e--^, 

n>l 

done 



(3) 



\G{z)\ = \zW^\[\l + ^ 
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Ici, X e [— i?, 1[ et y est fixe egal a ±1 done z est borne. Soit no un entier fixe 
superieur a eette borne; alors, pour n > tiq, on a : 





z 1 1 


X 


n 


-- > n 






n 1 1 


n 



1 + - >o, 

n 



d'ou 



n>no 



e- > n (l 

n>no 



+ - ) e - > e 

n. 



-a:V2C(2) 



> e 



^flV2C(2) 



Et, pour n < uq, on a + > ^ = ^, done en reinjeetant dans ((HJ, il vient 

J. X 9n 



l<n<no 



Au final, pour y — ±1 et —X < x < 1, on a : 
1 



ei+^(l + i?)«+i/2e"-/2 (g- _ e--) si ~ X < x < -R 



\G{z)\ > 



,-7H-fiV2C(2) 



nl _l 
— e " si — it < a; < 1. 

l<n<no 

Toutes ces estimations sont independantes de X, done on peut cfioisir une fois pour 
toutes rg verifiant simultanement les trois eonditions suivantes : 



n 



,-7-R--RV2C(2) 



l<n<no 

Dans ee cas, pour tout w de module inferieur a tq, on est certain que I'equation 
G{z) — w n'aura pas de solutions sur les trois cotes Re(z) = 1 et Re(2:) = ±1 du 
rectangle 2{X, 1), ce qui nous garantit que le chemin 7 suit ces trois segments sans 
contourner de points. 

Reste maintenant a traiter le cas du dernier segment du bord de Z{X,1), celui 
domic par x = —X. 

Cas du segment vertical Re(z) = — X. — D'apres I'estimation de Stirling sur le demi- 
plan Re(2) < 1 f lemme . il existe R tel que, pour X > i? on ait : 

\Gi-X + iy)\ > (7r/8)i/2ei+-^(l + X)-^+i/2ey^'g(i+^-''a)|sin(7rz)| 
> (V8)i/2ei+^(l + i?)«+i/2e-V2| sin(^X)|, 

done si X n'est pas trop proche d'un nombre entier (disons, |X — n| > i pour tout 
entier n), on a : 

(4) \G{-X + iy)\> 4-i^i/2ei+^"^/2(l + R)^+'/\ 

Prenons done tq verifiant, en plus des conditions precedentes, la borne 
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Fin de la demonstration. — Pour vq verifiant les conditions ci-dessus, X assez grand 
tel que \X ~ n\ > ^ pour tout n et \w\ < tq, d'apres les formules ([T]) et 0, on a : 

-0, 

et comme on a Af{X,0) = X + 0(1), on en deduit que J\f{X,w) = X + 0(1). 

Pour generaliser le resultat a n'importe quel X assez grand, on encadre X par X~ 
et X+ tels que \X^ — -^^1 < 5 et que \X^ — n] > j pour tout entier n. D'apres le 
calcul ci-dessus, on a A/'(X±, to) =X± + 0(1) = X + 0{1), et U{X~ ,w) <U{X,w) < 
J\f{X'^,w) done, par encadrement, N{X, w) ^ X + 0{1). □ 

L'objet du lemme suivant est la construction d'un ensemble de points d'interpo- 
lation ayant de « bonnes » proprietes d'espacement, c'est-a-dire tels qu'il sera facile 
d'estimer les facteurs apparaissant dans la formule d'interpolation de Lagrange. 

Lemme 3.3. — II existe des constantes tq et cq telles que, pour tout entier L > 2, il 
existe des nombres complexes wi {I — 0, . . . , L) et Zk.i {k,l — 0, . . . , L) verifiant, pour 
tons k,l : 

G{zk,i) = wi, 

avec : 

1) \wi\ < ro pour tout I ; 

2) \wi — Wi\ > cL~^/^ pour tous I ^ i ; 

3) \zk.i — 1| > 1 pour tous k, I ; 

4) \zk.i\ < cqL pour tous k,l; 

5) Ilj=^k \^k,i - Zj^il > {L- 1)! pour tous k,l. 

Demonstration. — On considere le rp donne par le lemme \J7Il Pour tout \w\ < rp, 
on a done une estimation du nombre de solutions z a I'equation G{z) — w dans la 
region Z{X, 1) (on va choisir X convenable par la suite). Quitte a eliminer un nombre 
denombrable de lu, on pent supposer que ces solutions sont toutes de multiplicite 1. 
En efFet, s'il existe z de multiplicite > 2, alors on a G'{z) = 0, ce qui ne pent arriver 
que pour un nombre au plus denombrable de z. II suffit done d'eviter les w — G{z) 
correspondants, qui sont en nombre au plus denombrable. 

Considerons done un w hors de cet ensemble denombrable et de module inferieur 
a tq. D'apres le lemme IX^ il existe c > tcl que, pour X > cL, on a au moins L + 1 
solutions zq, . . . , zl (qui sont done deux a deux distinctcs) a I'equation G{z) — w 
dans la bande Z{X, 1). Ces solutions verifient alors la condition [3] pour une certaine 
constante Cq. De plus, les Zi sont pas trop proches les uns des autres. En effet, quitte 
a prendre pour X un multiple suffisamment grand de L (ce qui se traduit par une 
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augmentation de cq dansS]), on pent choisir les Zi dans des disques de rayon i centres 
autour d'entiers negatifs deux a deux distincts. On va done avoir, pour tout k : 

n - ^fci ^ ^ ^ (i + ^) ^ (2 + ^) X • • • X - 1 + ^ 

>{L-iy., 

ce qui demontre la condition O La condition [3] est immediate si X est un assez grand 
multiple de L (ce « assez grand » etant uniforme en w). 

Pour dcmontrer le lemme, il suffit done de choisir arbitrairement des wi dans le 
disque dcfini par la condition [1] verifiant la propriete de separation [5] et evitant un 
nombre au plus denombrable de points pathologiques, ce qui ne pose aucune difficulte. 

□ 

Passons done a la demonstration du lemme de zeros proprement dit ftheoreme l^.ip . 

Demonstration. — Quitte a multiplier P par une constante, on peut supposer que le 
maximum des modules de ses coefficients est 1. Posons F{z) = P{z, G{z)) et notons 
zi,...,zn les zeros de F comptes avee multiplicite. Considerons alors la fonction 
entiere : 

N 

0(z)=F(z)[](z-z„)-i. 

n=l 

Notons S ^ R + cqL pour le cq du lemme 1X51 D'apres le principe du maximum, 
on a : 

(5) \<f>\s < \^\5S- 

D'une part, d'apres la proposition 12.51 on a IGI55 < {58)^''^ < S'''^, d'ou : 

1^^155 < S'''^ 

puis 

(6) 1^1.55 < 5^^^(45)-^. 

D'autre part, pour tout z verifiant |z — 1| > 1 et \z\ < S, on aura : 

N 

\F{z)\ = \<l>{z)\l[\z-z^\<\<P\s{2Sr. 

n=l 

Des inegalites ([5]) et ([5]), on deduit alors : 

\F{z)\ < 5^^^2-^, 

et ceci s'appliquant en particulier au cas des z — Zk,i du lemme [3751 on a done, pour 
tons fc, Z = 0, . . . , L : 



(7) \Pizkj,wi)\<S' 
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On va maintenant utiliser deux fois la formule d'interpolation de Lagrange pour 
les points du lemme 1X51 D'abord : 



L 



\ Wl — Wi I 

/=0 \0<i<L,i^l ' ' 



puis 



fc=0 \0<j<L,j^k ^'^'^ 

Au final : 

L L 

W — Wi T-r Z — Zj I 



\ Wi — Wi Zh I — Z.- • I 

fc=0 ;=0 \0<i<L,i^l 0<j<L,j^k ' 

Le coefficient d'indices {p, q) de P est done donnc par : 



L L 



'^P'Q = EE i^^T^'' '^L-p{wo, . ..,Wl,.. .,Wl) aL-q{zo,h ■ ■ ■ ■ ■ ■,ZL,l) 

k=0 1=0 \ 

Y[ {Wl-Wiy^ Y\_ {Zk,l- Zj^l)^^ \ P{zk,hWl), 
Q<i<LA^l 0<j<L.j^k J 

oil {xq, . . . , Xk, . . . ,xl) designe le L-uplet obtenu en omettant Xk dans (xq, . . . ,xl) et 
les CTp sont les fonctions symetriques elementaires : 



[Xl ; ■ ■ ■ 1 Xyi) ^ ^ 



Kzi < ■ ■ ■ <2p<n 



On utilise maintenant les conditions du lemme 1X51 sur wi et Zk^i ainsi que I'inegalite 
([7]) pour borner cette expression : 

K.,\<{L + lf( V/ )max|u;n^-Pmax|zfc,i|^-« 

\1j ^ PJ \Ij — qj I k,l 

f min |w; - j min Y\_ \zk,i-Zj^i\\ \P{zk^uWi)\ 

- (cL-V2)L(L_i)! ^ 2 <L A 2 
car S = R + cqL. 

Comme P admet un coefficient de module 1, on en deduit que 2^ < S'^^^'", d'ou : 
N < csSL \og{S) <C3{R + coL)L log(i? + cqL) < cL{R + L) \og{R + L). □ 
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Cette borne ne semble pas tout a fait optimale ; on s'attendrait plutot a une borne 
en cL{R + L), qui serait alors optimale relativement a chacun des parametres L et R : 

— pour L > 2, si P{z,w) est un polynome de degre au plus L en chaque variable, 
dire que P{z, G{z)) s'annule a I'ordre fc en z = revient a ecrire un systeme 
lineaire homogene de k equations a (L + 1)^ inconnues (les coefficients de P). 
Pour k < {L + 1)^ — 1, ce systeme possede des solutions non nuUes, c'est-a-dire 
qu'il existe P non nul de degre au plus L en chaque variable tel que P{z, G{z)) 
ait un zero d'ordre au moins + 2L en z = ; 

— pour L fixe, on pent considerer le polynome P{z,'w) — w^. Pour tout R > 3, 
P{z,G{z)) possede approximativement R zeros, chacun de multiplicite L, dans 
le disque de rayon R. 

Le facteur log(i? + L) supplementaire reflete le relatif « manque » de zeros de la 
fonction G. Dans [Masll] , Masser arrivait a obtenir une borne optimale pour les 
polynomes en z et C(z) en utilisant le fait qu'on peut trouver R zeros de la fonction ^ 
dans un disque de rayon c lo^j^j ■ Pour obtenir le meme nombre de zeros pour la fonc- 
tion G, il est necessaire d'agrandir ce rayon jusqu'a cR, et c'est ce qui fait apparaitre 
le facteur en trop. II ne semble pas facile de contourner ce probleme, mais on va voir 
dans la suite que son impact sur le resultat final n'est pas significatif. 

Enfin, meme si on ne s'en servira pas ici, notons que Ton peut deduire de la pro- 
position une estimation similaire pour les zeros de P(z,r(z)) : 

Corollaire 3.4- — H existe une constante absolue c telle que, pour tout entier L > 1, 
pour tout reel R > 2 et pour tout polynome non nul P{z, w) de degre au plus L suivant 
chaque variable, la fonction P{z,T{z)) admet au plus cL(L + R)log{L + R) zeros 
(comptes avec multiplicite) dans le disque \z\ < R. 

Demonstration. — On peut ecrire P{z, r(z)) = r{z)'"Q{z, G{z)) avec Q un polynome 
de degre au plus L en chaque variable. II sufHt alors d'appliquer le lemme de zeros au 
polynome Q (le facteur T{z)^ ne faisant pas apparaitre de zeros supplementaires). □ 



Dans toute la suite, si S est une partie finie de C^, on note w(S') le minimum 
des degres des courbes algebriques qui passent par tous les points de S. Si a est un 
nombre algebrique de degre d, de polynome minimal P{x) = Odx'^ -|- • • • -|- ao, on pose : 



la hauteur absolue non-logarithmique de a (voir |BG07] V En particulier, si a = ^ ggt 
rationnel, alors H{a) = max(|p|, \q\). 

L'objectif de cette partie est de demontrer le theoreme suivant, qui estime la re- 
partition des points algebriques le long du graphe de la fonction G en fonction de leur 
degre et de leur hauteur : 



4. Points rationnels de la fonction Gamma 
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Theoreme 4-1- — Soient d > 1 et n > 2 des entiers et H > 3 un reel. Alors le 
nombre Af{n, d, H) de nomhres complexes z verifiant : 

1) k-(n-i)|<i; 

2) [Q(z,G(z)) :Q] <d; 

3) H{z) < H, H{G{z)) < H, 
verifie : 

AA(.,d,iI)<c(.^log(n))g^|^, 

ou c est une constante positive absolue. 

La demonstration se deroule de la fagon suivante. Soit 5 C I'ensemble des 
couples (z, G{z)) ou z satisfait les conditions 1, 2 et 3. On va commencer par estimer 
io{S), puis utiliser notre lemme de zeros ftheoreme 13. ip pour en deduire une borne 
sur le cardinal de S. 

Pour I'estiniation de ^(5*), on va utiliser le resultat suivant, qui est une reformula- 
tion par Masser d'un resultat du a Bombieri et Pila ([BP89j) : 

Proposition 4-2 ( [Mas 111 Proposition 2]). — Soient d > 1 et T > ^/Sd des en- 
tiers, A>Q,Z>Q,M>Q et H > 1 des reels, fi et ]i des fonctions analytiques sur 
un voisinage ouvert du disque \z\ < 2Z et bornees par M sur ce disque. Soit Z une 
partie finie de C verifiant les proprietes suivantes : 

1) \z\ < Z pour tout z €z Z ; 

2) \z — z'\ < A^^ pour tous z, z' G Z .; 

3) [Q(/i(z), /2(z)) : Q] < d pour tout z E Z ; 

4) H{fi{z)) < H, H{f2{z)) < H pour tout zeZ. 
On suppose enfin que la condition suivante est verifiee : 

(8) {AZf > (4r)9f^'^'/^(M + i)i6rfi/48d^^ 

Alors, en notant f = (/i, /2), on a : 

c.(f(Z)) < T. 



Demonstration du theoreme. — Soit T > VSdun entier dont on precisera le choix par 
la suite. On va appliquer la proDOsition l4.2l a I'ensemble Z des points z G C satisfaisant 
les hypotheses du theoreme et aux fonctions entieres fi{z) = z et f2{z) = G{z). On 
va avoir uj{f{Z)) < T, sous reserve que les conditions suivantes soient verifiees : 

1) Z est contenu dans un disque de diametre A~^ ; 

2) [Q(z, G{z)) : Q] < d pour tout z e Z ; 

3) H{z) < H, H{G{z)) < H pour tout ze Z; 

4) (AZ)^ > (4r)96'iVT(M + i)16d^48d^^ 
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ou Z > n et M est un majorant de \z\ et de |G(z)| sur le disque \z\ < 2Z 

D'apres les hypotheses du theoreme, on a directement la condition 1 avec A = 1, 

la condition 2 ainsi que la condition 3. 

D'apres la proposition 12. 51 on pent prendre M < Z'^^ pour une certaine constante 

c, done : 



et, pour que la condition 4 soit realisee, il suflit done d'avoir : 
cS + {cdZ - T) log(Z) + 48^2 log(i7) < 0, 
Si on prend T > 2cdZ, il suffit dcsormais d'avoir : 

d{c + 48 log{H)) < cZlog(Z), 

ce qui se ramene a : 

(9) cdlog(i?) < Zlog(Z), 

ce qui peut etre obtenu en choisissant Z superieur a un multiple constant assez grand 
de logtSg)) ■ ^ - ^ loglrfTog?!)) ' ■ 

Z\og{Z) > A^^^^^:^ (log(dlog(ff)) + log(A) - loglog(dlog(ff))) 
> \d^nr(m I loglog(dlog(g)) \ 



> Xdlog{H) (^1- J 

On pose done Z — A-j^^^^^^^^^ + n pour une valeur de A suffisamment grande, de 
fagon a assurer simultanement ^ et la condition Z > n. On prend alors pour T un 
entier superieur ou egal a 2cdZ^ mais du meme ordre de grandeur (par exemple, la 
partie entiere superieure de 2cdZ). La condition T > ^/Sd sera alors verifiee, quitte a 
augmenter encore la valeur de A. 

On peut alors appliquer la proposition 14.21 qui nous dit done que w(f(Z)) < T, 
c'est-a-dire qu'il existe un polynome P en deux variables, de degre total au plus T, tel 
que tons les points de f (Z) soient des zeros de P. Autrement dit, pour tout z verifiant 
les hypotheses du theoreme, on a P{z, G{z)) = 0. 

Le degre de P en chaque variable est majore par T, done on peut utiliser le theoreme 
13.11 pour borner le nombre de zeros de P{z,G{z)) dans un disque de rayon n, done 
a fortiori le nombre de points de I'ensemble Z, c'est-a-dire les points satisfaisant les 
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hypotheses du theoreme : 

A/'(n, d, H) < cT{T + n) log(T + n) 



2 



iog(diog(i7)) ; ° Vlog(rflog(i/)) 

log(dlog(i7)) 

Si I'on parvenait a supprimer le facteur log(L + R) dans la proposition 13. 11 cela se 
traduirait ici par un denominateur en (log((ilog(i?)))^ au lieu de \og{d\og{H)). 

On pent maintenant demontrer les resultats annonces comme coroUaires du theo- 
reme SHJ 

Demonstration. — 1) Si z est un rationnel compris entre n — 1 et n et de deno- 
minateur au plus D, le numerateur de z est au plus nD done on a H{z) < nD. 
Par aiUeurs, < T{z) < T{n) = (n - 1)! done H{G{z)) <{n- l)\D. 
On applique done le theoreme 14.11 avec d—leiH={n— 1)\D : 

N{D,n) < c{n^\og{n))- 



< c{n'^ log(n)) 



\og\og{{n-l)\D) 
{n\og[n)f\og\D) 
loglog(D) 



2) On fait le meme calcul, mais G etant bornee par 2 sur [1, +oo[, la borne pour 
le numerateur de G(z) est cette fois 2D < nD, done on applique le theoreme 
avec H = nD, ce qui donne une borne en c'n^ log^ (n) jpg^og^^) ■ 
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